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基于 Epsilon算法加速的导重法拓扑优化求解研究*
张昆鹏，吴晓明*
(厦门大学 航空航天学院，福建 厦门 361005)
摘要:针对拓扑优化模型求解过程中需要多次迭代才能得到满足一定精度要求的收敛结果的问题，提出了一种基于向量 Epsilon算
法加速迭代序列收敛的方法。在求解大型连续体结构拓扑优化过程中，依据导重法迭代格式首先迭代了 k 次，然后对所得到的迭
代序列的后 m项作 Epsilon算法运算，将所得到新向量作为下次导重法迭代的初始值，以此类推直到满足收敛条件。通过两个算例
验证了所提出方法的有效性。计算及研究结果表明，用 Epsilon算法加速后的迭代格式求解拓扑优化问题能够减少迭代次数，具有
更高求解效率。
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Convergence acceleration of guide-weight method on solving topology
optimization models using Epsilon-algorithm
ZHANG Kun-peng，WU Xiao-ming
(School of Aerospace Engineering，Xiamen University，Xiamen 361005，China)
Abstract:Aiming at the problem of too much times of iterations to get the convergence results satified the accuracy required at the process of
solving topology optimization models，a convergence acceleration method was proposed using vector epsilon-algorithm based on Guide-weight
method． In the procedure of calculate large continuous structural topology optimization problems，k iterations were done according to the
guide-weight method，then vector epsilon-algorithm was applied to the sequence of last m terms to obtain a new vector which was regarded as
a initial value of next iteration until convergence． The developed method was verified by two examples． The results indicate that epsilon-algo-
rithm can solve topology optimization problems with less iteration and high efficiency．
Key words:topology optimization;guide-weight method;epsilon-algorithm;convergence acceleration
0 引言
结构优化设计分为拓扑优化、尺寸优化和形状优
化。拓扑优化由于其重要的工程意义［1］，近几十年随
着计算机技术进步得到了快速发展，提出了各种不同
优化模型。1981 年程耿东和 Olhoff N［2］提出通过尺寸
优化来获得最优拓扑结构。1988 年 Bend-soe M P 和
Kikuchi N［3］提出了均匀化方法，同年 Sethian J A 和
Osher S［4］提出水平集法以减小对有限元网格的依赖
性。1993 年 Xie Y M和 Steven G P［5］提出渐进结构法
(ESO)，通过删除低应力单元进行结构拓扑优化。隋
允康等［6］提出独立连续映射方法(ICM)。1999 年
Bendse M P和 Sigmund O［7］基于变化材料密度，将密
度插值函数应用到离散体优化中，通过惩罚中间密度
将其转化为连续体优化，提出 SIMP 模型。由于变密
度法有设计变量少、程序设计简单、效率高等优点得到
广泛研究，变密度法研究的热点是讨论合理的密度插
值函数，这类工作以 Stolpe M 等［8］提出的 ＲAMP 模型
为代表。
不管是均匀化方法、水平集法、ESO 方法、ICM 方
法还是变密度法都是针对结构拓扑优化进行数学建
模。拓扑优化模型的求解方法是另一个重要研究方
向，传统求解方法通常有优化准则法和数学规划法。
左孔天等［9］对优化准则法进行了深入分析和讨论，优
化准则法优化速度较快，求解效率对设计变量增加不
敏感，其缺点是针对不同问题需要构建不同准则，通用
性不强。文献［10-12］应用数学规划法中的移动渐进
线方法(MMA)和混合移动渐进线方法(MMA-MGCM-
MA)求解拓扑优化模型，数学规划法能够应用于不同
优化问题，具有良好的适用性及收敛性，由于其收敛时
迭代次数较多，优化效率不高。陈树勋等［13-15］提出一
种称为导重法结构优化求解方法，相较于优化准则法
和数学规划法，具有更广泛的适用性和较高的求解效
率。李枝东等［16］对导重法求解单工况问题进行了研
究，刘辛军等［17］将导重法引入多工况拓扑优化并对多
约束优化问题的拉格朗日乘子求法做了改进。2013
年徐华阳等人［18］将导重法与 SIMP和 EAMP插值模型
结合，进行了考虑结构自重时的结构拓扑优化问题。
2015 年陈树勋等人［19］将导重法与多性能约束相结合
提出一种新结构拓扑优化方法。
Epsilon 算法是基于外推的一种有理逼近方
法［20-22］，已经应用于结构重分析方法中，具有很好的
加速效果［23］。2014 年孙作振等［24-25］人将 Epsilon 算
法用于区间参数改变时的结构重分析。
本研究针对拓扑优化求解算法中迭代次数多，计
算效率不高的问题，提出一种基于 Epsilon算法迭代加
速方法。原则上本研究所提方法可以应用于基于迭代
求解拓扑优化模型的优化准则法和数学规划法当中。
作为算例，本研究将该方法应用于具有更高求解效率
的导重算法中，比较其计算效果。
1 SIMP优化模型的导重法求解格式
1． 1 变密度拓扑优化模型
在拓扑优化中，可以设定不同约束及目标函数来
进行优化，常作体积约束下柔度最小化(刚度最大化)
优化，通过有限元法建立其数学模型如下所示:
Find:X = x1，x2，…，x{ }n
T ∈ Ω
Minimize:C = FTU
Subject to:∑
n
i = 1
xivi － V
* ≤ 0
F = KU
0 ＜ xmin ≤ xi ≤ 1(i = 1，2，…，n) (1)
式中:xi—设计变量，代表每个单元相对密度;C— 结
构总柔度，F—载荷向量，U—位移向量，K—结构总体
刚度矩阵，vi— 每个单元初始体积，V
* — 结构总体体
积约束。
为避免出现刚度阵奇异，xmin 为一个小量，可令
xmin = 0． 001，xi 为［xmin，1］之间连续值。
1． 2 SIMP插值模型
引入插值模型的目的是人为建立起设计变量即单
元相对密度与弹性模量之间的关系。在变密度法拓扑
优化中两种插值模型应用较为广泛即 SIMP 插值模型
和ＲAMP插值模型。本研究应用 SIMP插值模型来对中
间密度进行惩罚。
SIMP插值模型数学表达式为:
f(xi)= x
p
i，xi ∈［xmin，1］(i = 1，2，…，n) (2)
式中:p—惩罚因子，引入 SIMP 插值模型后材料弹性
模量为:
E(xi)= Emin + x
p
i(E0 － Emin)= Emin + x
p
iΔE(3)
(ΔE = E0 － Emin)
式中:E(xi)—第 i个单元弹性模量，E0—材料初始弹
性模量，Emin = E0 /1000。
引入 SIMP插值模型后刚度阵、柔度函数和敏度函
数为:
K = ∑
n
i = 1
(Emin + x
p
iΔE)Ki (4)
C(x)= ∑
n
i = 1
(Emin + x
p
iΔE)u
T
i kiui (5)
C'(x)= － pΔE∑
n
i = 1
xp－1i u
T
i kiui (6)
采用 SIMP插值模型后体积约束下刚度最大化的
数学模型如下所示:
Find:X = {x1，x2，…，xn}
T ∈ Ω
Minimize:C(x)= ∑
n
i = 1
(Emin + x
p
iΔE)u
T
i kiui
Subject to:∑
n
i = 1
xivi － V
* ≤ 0 (7)
F = KU
0 ＜ xmin ≤ xi ≤ 1(i = 1，2，…，n)
1． 3 导重法迭代格式
为了求解式(7)优化问题，构造拉格朗日方程:
L = f(X)+ λg(X) (8)
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式中:λ— 拉格朗日乘子，f(X)— 式(7)中 C(X)，
g(X)—式(7)中不等式约束∑
n
i = 1
xivi － V
* 。
式(8)需满足 Kuhn-Tucker 优化条件。具体推导
过程这里不再赘述，下面给出质量约束下柔度最小化
迭代公式:
x(k + 1)i =
xUi xi ≥ x
U
i
α Gi
λH( )i
(k)
+ (1 － α)x(k)i
xLi xi ≤ x





L
i
(9)
式中:Hi—xi 的堆密度，Hi = g /xi;Wi—xi 的等效质
量，Wi = xiHi;Gi—xi的导重，Gi = － xi f /xi;G—总导
重，G = ∑
N
i = 1
Gi;W0—结构约束，比如体积或质量约束;
λ—拉格朗日乘子，λ = G /W0。
2 Epsilon算法及其在向量序列上
的扩展
Epsilon算法是一种有理逼近算法，可以作为
Pade近似和 Shanks变换的有效计算形式，此算法能
够加速原序列收敛速度，有关理论见参考文献
［19-21］。
假设某一序列{s0，s1，s2，． ． ．}，构造迭代格式:
ε(j)－1 = 0 (10)
ε(j)0 = sj (11)
ε(j)k+1 = ε
(j +1)
k－1 + ε(j +1)k － ε
(j)[ ]
k
－1 j，k = 0，1，2，…
(12)
下面用 n = 4的Epsilon算法表来说明迭代计算过
程，Epsilon迭代格式图如图 1 所示。
图 1 Epsilon迭代格式图
当序列{s0，s1，s2，． ． ．}为向量时，除倒数外其迭
代公式与式(10)－ (11)相同，定义向量倒数:
u －1 = u
*
(uHu)
= u
*
∑
d
i = 1
| ui |
2
(13)
式中:上标 * —复数共轭，上标H—Hermitian共轭。向
量 Epsilon迭代计算表与图 1 一致。
例 2． 1 有以下向量序列:
s0 = (－ 0． 1，1． 5)
T
sj +1 = s0 + Gsj j = 0，1，2，…
G = ［0． 6 0． 5
－ 1 0． 5］
从以上方程可以得到lim
j→∞
sj →(1，1)
T，也就是方程
Ax = s0 的解，其中 A = I － G。
笔者对上式向量序列使用 Epsilon算法，可得结果
如图 2 所示。
图 2 例 2． 1Epsilon迭代格式图
如图 2 所示，仅仅 5 个原向量序列值，经过 Epsi-
lon算法后得到的值已经与收敛值(1，1)T 非常近似，
而原向量序列{sj}的收敛速度非常缓慢。因此向量
Epsilon算法可以加快向量序列收敛速度。
值得注意的是，在 Epsilon算法表中奇数行没有意
义，只有偶数行才有用。
3 Epsilon算法在导重法迭代格式中
的应用
在基于 Epsilon算法导重法拓扑优化过程中，首先
用导重法迭代 k 次，然后将得到的设计变量序列后 m
个作上节所示 Epsilon 算法，得到新设计变量，以这个
新设计变量作为下次优化的初值进行迭代，以此类推，
直到满足收敛条件。
以下为优化迭代的具体过程:
第一步。给设计变量 X0 赋值，并设定优化参数，
循环次数 Iter = 0;
第二步。进行拓扑优化，得到新设计变量值;
第三步。是否满足收敛条件，若满足，则停止迭
代，若不满足，则进行下一步;
第四步。循环次数 Iter 是否大于等于 k，若满足，
则对设计变量序列后 m 个进行 Epsilon 算法，若不满
足，则直接进行第五步;
第五步。更新设计变量，Iter = Iter + 1。
重复上述第二步至第五步，直到满足收敛条件为止。
优化过程如图 3 所示。
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图 3 优化过程
4 算例对比分析
本研究以下两个算例为文献［15，16］中算例，分
别用导重法及本研究提出的基于 Epsilon 算法导重法
拓扑优化方法做优化，对比优化结果。
4． 1 单工况条件下的优化
一个长 l = 60 mm，宽 w = 30 mm 的矩形如图 4
所示。
材料去除率为 70%，即约束因子 f = 0． 3，收敛条
件 δ取 0． 01。
图 4 悬臂梁设计域示意图
设计域左端被约束，右端中点受到一个竖直向下
的拉力 F = 1 000 N。
其他优化参数如表 1 所示。
表 1 拓扑优化参数
参数 值 含义
E0 /MPa 2． 06 × 105 弹性模量
μ 0． 3 泊松比
p 3 惩罚因子
α 0． 5 步长因子
x0 ［1，1，…，1］T 初始值
k 8 迭代次数
m 3 向量个数
导重法及基于 Epsilon算法导重法优化结果如图5
所示。
图 5 导重法及优化结果
目标函数(柔度值)对迭代过程变化规律如图 6
所示。
图 6 目标函数(柔度值)随迭代次数变化规律
结果对比如表 2 所示。
表 2 结果对比
优化方法 终止迭代步 CPU时间 / s
导重法 88 40． 94
Epsilon-导重法 37 19． 02
从优化结果可知，单工况条件下导重法需 88 次迭
代后柔度值收敛于 0． 704，计算机 CPU 时间为
40． 94 s。使用本研究提出的基于 Epsilon 算法导重法
优化只需 37 次迭代即可满足收敛条件，收敛于0． 733，
CPU时间为 19． 02 s。可知，Epsilon 算法加速了原序
列收敛速度。
4． 2 多工况条件下拓扑优化
初始设计域如图 7(a)所示。设计域为 90 mm ×
30 mm矩形，左、右两端中点被约束，上、下两端中点受
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竖直拉力 P1 = P2 = 1 000 N，权重因子为 w1 = w2 =
0． 5，要求去除材料 70%，即约束因子 f = 0． 3，其他优
化参数如表 3 所示。收敛条件 δ取 0． 01。导重法及基
于 Epsilon算法导重法优化结果如图 7(b)、7(c)所示。
表 3 拓扑优化参数
参数 值 含义
E0 /MPa 2． 06 × 105 弹性模量
μ 0． 3 泊松比
p 3 惩罚因子
α 0． 5 补偿因子
x0 ［1，1，…，1］T 初始值
k 9 迭代次数
m 3 向量个数
(a)初始设计域
(b)导重法优化结果
(c)基于 Epsilon算法导重法优化结果
图 7 初始设计域及优化结果
目标函数(柔度值)随迭代次数变化过程如图 8
所示。
图 8 目标函数(柔度值)随迭代次数变化规律
结果对比如表 4 所示。
表 4 结果对比
优化方法 终止迭代步 CPU时间 / s
导重法 55 125． 19
Epsilon-导重法 33 86． 36
从表 4 可知，多工况条件下导重法经过 55 次迭代
后柔度值收敛于 0． 233，计算机 CPU 时间 125． 19 s。
使用本研究提出的基于 Epsilon 算法加速导重法只需
33 次迭代即可满足收敛条件，柔度值收敛于 0． 260，
CPU时间为 86． 36 s。可知，Epsilon 算法加速了原序
列收敛速度，节省了大量计算机资源。
5 结束语
本研究将向量 Epsilon 算法引入到拓扑优化模型
求解过程中，在拓扑优化模型的导重法迭代求解基础
上构造出新的迭代格式。通过单工况及多工况两个算
例验证所提方法的有效性，从表 2、表 4 两个算例的优
化结果对比分析可以看出，基于 Epsilon算法的导重法
迭代所需 CPU 时间比单纯导重法迭代减少 53． 5%、
30． 9%。
本研究笔者所提方法具有简单易操作、收敛速度
快等优点。由于所提出的方法是针对迭代序列加速收
敛，可以方便地移植到基于迭代求解拓扑优化模型的
优化准则法和数学规划法当中，形成加速收敛的拓扑
优化求解新算法。
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